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SYARAT-SYARAT PEMETAAN DI
RUANG METRIK PARSIAL
AGAR MEMILIKI TITIK TETAP

Sagita Charolina Sihombing
Fakultas MIPA
Universitas PGRI Palembang
Palembang, Indonesia
Sagita.Charolina@yahoo.com

Abstrak—Ruang metrik parsial tengah menjadi
topik yang menarik perhatian banyak ahli dewasa ini.
Matthews (1992) dalam Bukatin, et al (2009)
memperkenalkan ruang metrik parsial (X,p) sebagai
pengembangan dari sebuah ruang metrik (X,d).
Pengembangan ini didasari oleh permasalahan yang
ditemukan dalam ilmu komputer dimana dua barisan
tak hingga yang sama belum tentu memiliki jarak nol.
Hal ini berbeda dengan sifat ruang metrik yang
mensyaratkan jarak untuk dua barisan yang
sama adalah nol. Penelitian ini bertujuan untuk
mengkaji syarat cukup pemetaan di Ruang Metrik
Parsial (X, p) agar memiliki titik tetap.

Kata Kunci—Ruang Metrik Parsial; Titik Tetap;
Pemetaan Kontraktif

I. PENDAHULUAN

Titik tetap merupakan topik yang terus
berkembang sejak puluhan tahun yang lalu.Hal ini
karena aplikasi teori titik tetap banyak ditemukan
dalam berbagai bidang seperti matematika, biologi,
kimia dan ekonomi. Penggunaan teorema titik tetap
pada bidang matematika diantaranya untuk
menentukan solusi dari sistem persamaan linear
aljabar dan untuk menentukan solusi khusus
persamaan diferensial. Titik x € X pada suatu ruang
metrik (X, d) disebut titik tetap untuk suatu
pemetaan single valued T: X — X jika T(x) = x.
Sebagai contoh jika pemetaan T:R - R
didefinisikan dengan T(x) = x?, maka 0 dan 1
adalah titik tetap dari T karena T(0) = 0 dan
T(1) = 1. Tidak semua pemetaan memiliki titik
tetap, sebagai contoh jika pemetaan T:R — R
didefinisikan dengan T(x) = x + 1, maka T tidak
memiliki titik tetap.
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Matthews (1992) dalam Bukatin, et al (2009)
memperkenalkan ruang metrik parsial sebagai
pengembangan  dari  sebuah  ruang  metrik.

Pengembangan ini didasari oleh permasalahan yang
ditemukan dalam ilmu komputer dimana dua barisan
tak hingga yang sama belum tentu memiliki jarak nol.
Program komputer tidak dapat memproses barisan tak
hingga x = (X, X1, ... ) dalam waktu yang terbatas.

Oleh karena itu, barisan x dibentuk dalam masing-

masing  bagian, yakni  (x), (xg), (xg,X1),
(xg, X1, X3) dan seterusnya. Setelah setiap nilai X
diproses maka dibentuk barisan  berhingga

(xg,**, X)) sebagai perwakilan barisan tak hingga
yang telah dibentuk sebelumnya. Akan tetapi, jarak

dari barisan berhingga Xx dan 7y yang mewakili
barisan tak hingga tersebut adalah (x,y) = 27%,
dengan k < oo sehingga Xx; = y;, untuk setiap

i < k. Jadi, dua barisan tak hingga yang sama belum
tentu memiliki jarak nol, sebab suku-suku barisan
bisa sama jika terdefinisi. Hal ini berbeda dengan
sifat ruang metrik yang mensyaratkan jarak untuk dua

barisan yang sama adalah nol. Permasalahan tersebut
melatarbelakangi pengembangan konsep metrik,
dengan menambahkan sifat jarak suatu titik dengan
dirinya sendiri tidak harus bernilai nol, yang
kemudian lebih dikenal dengan metrik parsial. Dari
uraian tersebut di atas menarik untuk dikaji tentang
syarat-syarat pemetaan di ruang metrik parsial agar
memiliki titik tetap. Sebelum dibahas hasil penelitian
ini, terlebih dahulu akan ditinjau beberapa konsep
dasar dan hasil-hasil yang akan mendukung
pembahasan ini.

Definisi 1.1 Misalkan X adalah sebuah himpunan
yang tak kosong. Suatu fungsi d: X x X — R disebut
metrik pada X jika memenuhi sifat-sifat sebagai
berikut:
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1.d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € X
2.d(x,y) = 0 jikadan hanya jikax =y
3.d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € X
4.d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)
untuk setiap x,y,z € X
Himpunan X bersama dengan metrik d disebut ruang
metrik dan ditulis (X, d). [1]

Definisi 1.2 Misalkan (X,d) adalah sebuah ruang
metrik. Suatu barisan dari titik-titik di X adalah suatu
fungsi f: N — X sehingga untuk setiap n € N, f(n) =
X, € X. Suku-suku x,, di X merupakan barisan titik di
X dan dinotasikan dengan {x,}. [1]

Teorema 1.3 Setiap barisan yang konvergen dalam
ruang metrik (X, d) merupakan barisan Cauchy. [1]

Secara umum, sifat sebaliknya tidak berlaku; setiap
barisan Cauchy belum tentu konvergen.

Contoh 1.1

Himpunan X = (0,1] dengan metrik d(x,y) =
|x —y| dan barisan {x,} dengan x, =% untuk
n=1,2,3,:- di dalam ruang metrik (X, d). Barisan
{x,} adalah barisan Cauchy tapi tidak konvergen di
X.

Definisi 1.4 Suatu ruang metrik (X,d) dikatakan
lengkap jika setiap barisan Cauchy {x,} di dalam X
adalah konvergen. [1].

Proposisi 1.5 Misalkan (X,d) adalah suatu ruang
metrik lengkap dan S < X. Maka:
i. Jika S himpunan bagian tertutup di X, maka
(S, d) adalah subruang metrik lengkap dari X.
ii. Jika (S,d) adalah subruang metrik lengkap,
maka S adalah tertutup di X.
[1]
Teorema 1.6 Suatu pemetaan T:X — Y dari ruang
metrik (X,d,) ke ruang metrik (Y,d,) adalah
kontinu di titik x, € X jika dan hanya jika
X, = xo maka T(x,) - T(xp) @)
[7]
Definisi 1.7 Diberikan ruang metrik (X, d). Suatu
titik x € X disebut titik tetap dari pemetaan T:X —
X jika
T(x) =x 2
(1]
Contoh 1.2
Fungsi T:R —» R dengan T(x) = x2, untuk setiap
x € R. Maka T mempunyai dua titik tetap yaitu 0 dan
1.
Definisi 1.8 Diberikan ruang metrik (X, d). Pemetaan
T:X — X dikatakan bersifat kontraktif pada X jika
terdapat bilangan riil k € [0,1), sedemikian sehingga
berlaku

d(T(), T®)) < kd(x,y) 3)
untuk setiap x,y € X. [1]

Lemma 1.9 Suatu pemetaan kontraktif T di suatu
ruang metrik (X, d) adalah pemetaan kontinu. [1]
Bukti.

Misalkan x € X. Ambil sebarang &> 0, pilih
6= i > 0 sehingga untuk setiap d(x,y) < ¢ berlaku:
d(T(x),Ty)) S kd(x,y) <k-=¢

Karena x sebarang anggota di X, maka pemetaan T
kontinu di X.m

Teorema 1.10 Misalkan (X, d) adalah sebuah ruang
metrik lengkap dan misalkan T:X — X adalah
sebuah pemetaan yang memenuhi kondisi kontraktif.
Maka T mempunyai titik tetap. [1]

Definisi 1.11 Misalkan (X,d) adalah suatu ruang
metrik dan T adalah suatu pemetaan pada X.
Pemetaan T adalah suatu pemetaan tipe Kannan jika

terdapat 0 < a < isedemikian sehingga

d(T(x),T(y)) < a[d(x,T(x)) + d(y,T(y))]
untuk semua x,y € X. [1]

Di bawah ini diberikan contoh aplikasi titik
tetap untuk menyelesaikan persoalan diferensial.
Misalkan persamaan diferensial y’ =y — 1 dengan
nilai awal y(0) = 2. Akan diselesaikan dengan
metode iterasi titik tetap dengan x, = 0 dan y,(x,) =
2, sehingga diperoleh:

Yuer @ =30 + | F(e30(0)de

dengan £ (¢, y(£)) = yu(t) — 1.
Diperoleh:

X X
yl(t)=2+f(2—1)dt=2+f1dt=2+x
0 0
X
yz(t)=2+j(2+x—1)dt
X 0 1
:2+j(1+x)dt=2+x+zx2
0
X
y3(t)=2+f(2+x—1)dt
X 0 1
=2+f(1+x)dlf=2+x+5x2
0
(t)—2+fx<2+ +1 2+1 3 1)dt
A R O R
—2+fx(1+ +1 2+ ! 3)dt
—eT, rror Tt
1

= 2+x+1x2 ++ix3 ++—x*
2 2.3 2.34

Barisan iterasi di atas akan konvergen ke 1 + e”.
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Il. METODE

Metode yang digunakan dalam penelitian ini
adalah studi literatur. Pembahasan pada penelitian
dilakukan dengan terlebih dahulu mempelajari konsep
ruang metrik dan sifat-sifatnya. Selanjutnya dipelajari
sifat pemetaan kontraktif untuk pemetaan pada ruang
metrik. Selanjutnya, konsep suatu ruang metrik
dikembangkan ke dalam konsep ruang metrik parsial.
Akan dibahas sifat-sifat ruang metrik parsial dan
kelengkapan ruang metrik parsial.

Mengacu pada konsep pemetaan di ruang metrik,
akan dipelajari sifat kontraktif pada pemetaan di
ruang metrik parsial. Akan dibahas eksistensi titik
tetap pada pemetaan di ruang metrik parsial dengan
sifat pemetaan kontraktif. Jadi, akan dikaji syarat
cukup agar suatu pemetaan di ruang metrik parsial
mempunyai titik tetap.

1. HASIL DAN PEMBAHASAN
Sifat-sifat Ruang Metrik Parsial

Berikut ini akan dijabarkan sifat-sifat ruang

metrik parsial.
Definisi 3.1.1 Misalkan X adalah sebuah himpunan
yang tak kosong. Suatu fungsi p: X x X —» R* disebut
sebagai metrik parsial pada X jika untuk sebarang
x,y,z € X, kondisi berikut terpenuhi:
(p1). p(x, x) < p(x, y)

(p2). x = y jika dan hanya jika

p(x,x) = p(x,y) = p(y,¥)

(p3). p(x, y) = p(y,x)
(p4). p(x,y) < p(x,2) +p(z,y) —p(z,2)

Himpunan X bersama dengan metrik parsial p disebut
ruang metrik parsial dan ditulis (X, p). [3]

Contoh 3.1.1

R* : Himpunan bilangan riil positif.

Fungsi p:R* x R* - R* yang didefinisikan oleh
p(x,y) = max{x,y} adalah metrik pada R*,
sehingga (R*, p) adalah ruang metrik parsial.

Bukti.
1. Akan ditunjukkan p(x,x) < p(x,y) untuk setiap
x,y € RT,
Ambil x,y € R*, maka:
p(x,x) = max{x, x}
< max{x,y} = p(x,y)
Jadi, p(x,x) < p(x,y) untuk setiap x,y € R*.
2. Akan ditunjukkan jika p(x,x) = p(x,y) =
p(y,y) makax =y.

Ambil x,y € RY,
p(x,x) =p(x,y)
= max{x,x} = x (4)
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pr(v,y) =px,y)

=max{y,y} =y ®)

Dari (4) dan (5) didapat bahwa x = y
3. Akan ditunjukkan p(x,y) = p(y,x) untuk setiap

x,y € R*
Ambil x,y € R*, maka:
p(x,y) = max{x,y} = max{y,x} = p(y,x)
Jadi, p(x,y) = p(y,x) untuk setiap x,y € R*

4. Akan ditunjukkan p(x,y) <p(x,z) +p(z,y) —

p(z,z) untuk setiap x,y,z € R*

Ambil x,y,z € Rt, maka:

p(x,y) + p(z, 2) = max{x,y} + max{z, z}
< max{x, z} + max{y, z}
< max{x, z} + max{z, y}
<p(x,z)+p(zy)

Sehingga dapat ditulis:

p(x,y) <p(x,2) +p(z,y) —p(z2)

Jadi, p(x,y) < p(x,2) + p(z,y) —

p(z,z) untuk setiap x,y,z € R*

Dari 1, 2, 3, dan 4 terbukti bahwa (R*, p) adalah
ruang metrik parsial. m

Definisi 3.1.2 Misalkan (X,p) adalah suatu ruang

metrik parsial.

(i) Suatu barisan {x,} pada (X,p) konvergen ke
x€X jika dan hanya jika p(x,x)=
limy,_, e, p(otn, X).

(ii) Suatu barisan {x,} pada (X,p) disebut barisan
Cauchy jika dan hanya jika limy, ;, 0 p (x5, Xi)
ada (dan berhingga)

(iii) Suatu ruang metrik parsial dikatakan lengkap
jika setiap barisan Cauchy {x,} di X konvergen,
terhadap t,pada suatu titik x € X sedemikian
sehingga lim,, ;00 P(Xn, Xm) = p(x, x). Setiap
himpunan bagian tertutup dari suatu ruang
metrik parsial lengkap adalah lengkap.

(iv) Setiap pemetaan f:X — Xdisebut kontinu pada
Xo € X jika untuk setiap € > 0, terdapat § > 0

sedemikian sehingga f (Bp(xo, 6)) c
By (f (x0), €.

(v) Suatu barisan {x,} pada ruang metrik parsial
(X,p) konvergen ke suatu titik x € X, untuk
sebarang & >0 sedemikian sehingga x €
B, (x, ), terdapat n, = 1 sedemikian sehingga,
X, € B,(x, €) untuk sebarang n > n,.

(U. Kadak, F. Basar and H. Efe, 2013)

H.P. Masiha et al, 2013, pada jurnalnya
mengatakan bahwa suatu ruang metrik parsial adalah
perluasan dari suatu ruang metrik. Berikut ini
diberikan Lemma yang menjelaskan hubungan antara
ruang metrik (X,p°) dengan ruang metrik parsial

X,p).
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Lemma 3.1.3 Misalkan (X, p) adalah suatu ruang
metrik parsial, dan fungsi p*: X x X — [0, )
didefinisikan oleh
p°(x,y) = 2p(x,y) —p(x,x) —p(y,¥), Vx,y€
X
maka p* adalah sebuah metrik. [4]
Bukti:
(i) Jelas, bahwa Vx,y € X maka d(x,y) = 0.
(ii) Dari (p2) didapat
x=y o pbx)=pQky) =pky)
© p°(x,y) =2p(x,y) —plx,x) —

p(»,y)
e p(xy) =2pxy) — 2p(x,y)
= piry)=0
(iii) Jelas, bahwa untuk semua x,y € X, d(x,y) =

d(y,x)
(iv) Untuk semua x,y,z € X dan dari (p4), didapat
ps(x' Z) = Zp(x,z) - p(x' x) - p(z' Z)
<2(p(x,y) +p(,2) —p(,¥))
- p(x' .X') - p(zr Z)
=2p(x,y) + 2p(y,2) — 2p(y,y)
- p(x' x) - p(Z' Z)
=2p(x,y) +2p(y,2) —p(y,y)
-p(¥,y) —p(x,x)
- p(z,2)
=2p(x,y) —p(x,x) —p(y,¥)
+2p(y,2) —p(y,¥)
—p(z,2)
=p*(x,y) +p°(y,2)
Dari keempat bukti di atas didapat bahwa d adalah
sebuah metrik.

Lemma berikut ini menjelaskan hubungan barisan di
ruang metrik (X,p®) dengan ruang metrik parsial
(X, p).

Lemma 3.1.4 Misalkan (X,p) adalah sebuah ruang

metrik parsial.

a. {x,} adalah barisan Cauchy di (X,p) jika dan
hanya jika barisan tersebut adalah barisan
Cauchy di (X, p®).

b. (X,p) adalah lengkap jika dan hanya jika
(X, p®) adalah lengkap.

[4]

Contoh 3.1.2
Misalkan R adalah himpunan bilangan Riil dan fungsi
jarak p: R X R — R diberikan sebagai berikut:
pGe,y) =>{x -yl + x|+ 1y}, vxyeR
Maka p adalah metrik parsial pada R.

Lemma 3.1.5 Diberikan X = [0,) dan metrik
parsial p:X XX — [0,00) didefinisikan dengan
p(x,y) = max{x, y} untuk semua x, y = 0. Misalkan
T:X — X adalah suatu fungsi tak menurun. Jika T

kontinu terhadap metrik standar d(x,y) =[x — y|
untuk semua x,y =0,maka T adalah kontinu
terhadap metrik parsial p.

3]

3.2 Pemetaan pada Ruang Metrik Parsial

Pada bagian ini dibahas tentang pemetaan pada
Ruang Metrik Parsial. Pada penelitiannya, Matthew
telah membuktikan teorema pemetaan kontraktif pada
ruang metrik parsial di bawah ini:

Teorema 3.2.1 Misalkan (X, p) adalah ruang metrik
parsial lengkap dan diberikan suatu pemetaan
T:X - X.Jikaa € [0,1)danx,y € X,

p(Tx,Ty) < ap(x,y) (6)
Maka, T mempunyai titik tetap tunggal.

[5]

Selanjutnya, H.P. Masiha et al, 2013 menjelaskan
pemetaan kontraktif lemah (weakly contractive) pada
ruang metrik parsial sebagai berikut.
Definisi  3.2.2. Misalkan  ¢:[0,00) — [0, o)
memenuhi
.  ¢(0) =0dan ¢(t) > 0 untuk setiap t > 0
Il. ¢ adalah semi kontinu menurun dari kanan
yaitu untuk sebarang barisan tidak menaik
tidak negatif {r,}, liminf,_ . ¢(r,) =¢(r),
menghasilkan lim,_. 7%, =7
I1I.  Untuk sebarang barisan {r,} dengan
lim,,_,, 1, = 0, terdapat a € (0,1) danny € N
sedemikian sehingga ¢ (r,) = arn, untuk setiap
n = n.
Didefinisikan & ={¢: ¢ memenuhi (i)-(iii) kondisi
diatas}.

Teorema 3.2.3 Misalkan (X,<) adalah himpunan
terurut parsial dan andaikan terdapat suatu metrik
parsial p pada X sedemikian sehingga (X,p) adalah
suatu ruang metrik parsial lengkap. Andaikan
T:X — X adalah pemetaan kontinu dan tak menurun
sedemikian sehingga
p(Tx, Ty) < p(x,y) — ¢(p(x,¥)) (7)

Untuk semua x,y € X, dimana ¢ € .

Jika terdapat suatu bilangan xy € X dengan xy <
Txy, maka terdapat x € X sedemikian sehingga
x = Tx. Selanjutnya p(x, x) = 0.

[4]

Teorema Akibat 3.2.4 (Penelitian) Misalkan (X, p)
adalah suatu ruang metrik parsial lengkap dan
andaikan T:X —» X adalah suatu pemetaan
sedemikian sehingga

p(Tx, Ty)
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< ¢|max{ p@Ty), )
p(x,Ty) ]

+p(y.TX)J
Untuk semua x,y € X, dimana ¢:[0, ) —=:[0, )
adalah kontinu, fungsi tak menurun sedemikian
sehingga ¢(t) <t untuk setiap ¢t >0. Maka T

mempunyai titik tetap tunggal.

/ J pp(gcx';;)ﬁ l\

Bukti. Didefinisikan sebuah barisan {x,} di X oleh
Xp = Txnp_q Untuk n = 1,2, ... Andaikan x,; = X, 41
untuk ny =0,1,2, ..., maka jelas bahwa x,  adalah
suatu titik tetap dari T. Sekarang asumsikan x, #
Xp41 UNtUK semua n.

Langkah 1. Menunjukkan ¢ adalah fungsi tak
menurun.

Dari persamaan (8) didapat:

p(xn+1' xn) = p(Txn' Txn—l)

p(xn'xn—l)' p(xn' Txn)' p(xn—lt Txn—l)'}

< ¢| max 1
E [p(xn' Txn—l) + p(xn—1: Txn)

p(xn'xn—l)' p(xn' xn+1)' p(xn—lr xn)
< ¢| max

1
'5 [P(Xn. xn) + p(xn—1: xn+1)

< ¢| max

p(xn' xn—l)' p(xnr xn+1) ]

3 PGt ) + POt )
=¢ (max {p(xn, xn_l)'}) 9)

P(Xn, Xns1)

Hal ini berdasarkan sifat metrik parsial, dimana:
p(xn' xn) + p(xn—lﬂxn+1) < p(xn—lixn)

+p(Xn) Xn41)
Sekarang andaikan

max{p(xn, Xn-1), P(Xn, Xp11)}

=p(xXp Xp41),m =12,

maka dari (9) didapat:

P(Xpi1, Xy) < ¢(p(xn' xn+1)) <P, Xp41)
hal ini kontradiksi karena p(x,, Xp4+1) > 0.

Sehingga, haruslah

max{p(xn, Xn_1), P(Xn, Xn11)} = P(Xn, Xn_1),
n=12--

Maka, dari (9) didapat

P (i1, Xn) < (P (n, Xp-1))

dan oleh karena itu, secara induksi matematika
didapat:

P(Xp41,%y) < ¢"(p(x1,x0)) (10)
Dengan kata lain, karena

max{p(xntxn)t p(xn+1' xn+1)} S p(xn'xn+1)
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maka dari (10) didapat
max{p(xn! xn)! p(xn+1: xn+1)}

= ¢n(p(x1,x0)) (11)

Langkah 2. Menunjukkan bahwa barisan {x,,} adalah
barisan Cauchy
Oleh karena,
P¥ (Xn, Xp41) = 2p(Xn, Xp41) — P (X, X)
_p(xn+1'xn+1)
< Zp(xnﬂxn+1) + p(xn'xn)
+ p(xn+1rxn+1)

< 4™ (p(x1, X))
Ini menunjukkan bahwa lim,,_ . p°(x,, X41) = 0.
Sekarang didapat
ps(xn+kt xn) < ps(xn+k' xn+k—1) + o

+ ps(xn+1: xn)
< 4™ (p(x1, %)) + -+
+ 4¢n(p(x1: xo))

Ini menunjukkan bahwa {x,} adalah barisan Cauchy
pada ruang metrik (X,p*). Karena (X,p) adalah
lengkap maka Lemma 3.1.4 (X,p®) adalah lengkap
dan juga barisan {x,} adalah konvergen pada ruang
metrik (X, p®), dikatakan lim,,_,, p°(x,, x) = 0. Juga
dari Lemma 3.1.4, didapat
p(x, x) = limy,_q, p(xp, X)

= limn,mﬁoo P (Xp, X) (10)
Lebih jauh karena {x,} adalah barisan Cauchy pada
ruang  metrik (X,p%), kita mempunyai

limy, ;00 P (X, %) = 0 dan dari (11) Kita
mempunyai lim,_,., p(x,, x,) = 0, sehingga dari
definisi p* kita mempunyai limy, ;,,c p (X5, X)) = 0.
Oleh karena itu dari (2.5) kita mempunyai

p(x,x) = limy, 0 p Oy, x) = 1My 100 DX, X)) =

0.

Langkah 3. T mempunyai titik tetap
Sekarang kita akan menunjukkan bahwa p(x,Tx) =
0. Asumsikan ini tidak benar, maka dari (8) kita dapat
p(x, Tx) < p(x,Tx,) + p(Tx,, Tx) — p(Tx,, Tx,)
< p(x, xn41) + p(Txy, Tx)
< p(x, Xn41)
p(x, x), p(x, Tx),

D (Xn) Xn41),

> [p(x, xp41) + p(x, Tx)
< p(x, Xp41)
p(x, x,), p(x, Tx), p(Xp, Xp+1),
1p(x, %ps1) + p(xn, %)
+p(x,Tx) — p(x,x)

+ ¢ | max

+ ¢ | max

= p(x! xn+1)
p(x, %), p(x, Tx), p (X, Xp11),
+ ¢ | max E[P(x, Xnt1) + P(xn,x)]
2 +p(x,Tx)
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menggunakan kontinuitas dari ¢ dan misalkan
n — oo, didapat

p(x,Tx) < ¢(p(x,Tx))

hal ini merupakan kontradiksi. Oleh karena itu
p(x,Tx) = 0 dan juga x = Tx. Sekarang misalkan z
adalah titik tetap lain dari T, dengan x # z maka dari
(8) karena p(x, x) = 0, didapat

p(x,z) = p(Tx,Tz)

p(x,2),p(x,Tx),p(z, TZ),]
< ¢ | max

%[p(x, Tz) +p(z,Tx)]
P, 2),p( ), p(,2)
2 [ 2) +p(z, 0] }
(e, ),p( ), p(2,2)
2 [ 2) +p(z, 0] }

= ¢p(max{p(x,2),p(z,2)})
= ¢(p(x,2))
dimana hal ini merupakan kontradiksi. Sehingga
X =2z
Berikut ini diberikan contoh bahwa kondisi pada
Teorema 1 (kontraktif lemah) terpenuhi tetapi kondisi
kontraktif Nadler tidak.

I
<

max

= ¢ | max

Contoh 3.1.3

Misalkan X =[0,) dan p(x,y) = max{x,y},

jelaslah bahwa (X,p) adalah ruang metrik parsial
2

lengkap. Misalkan T:X — X,Tx = —— untuk semua

x€X dan ¢:[0,0) - [0,),p(t) = i. Maka

1+t
untuk semua x, y € X dengan x = y didapat

x2 y2
Tx,Ty) = y—
p(TxTy) max{1+x 1+y}

xZ

- 1+ x
= ¢(p(x,y))
p(x, ), p(x,Tx),p(y, Ty),}

1
5 [p(x,Ty) + p(y,Tx)]

Hal ini menunjukkan bahwa kondisi dari Teorema 1
terpenuhi dan juga T mempunyai titik tetap di X.
Tetapi kita tidak bisa menerapkan Teorema Matthew
untuk contoh ini, karena tidak terdapat « € [0,1)
sedemikian sehingga p(Tx, Ty) < ap(x,y).

Selanjutnya dikaji teorema untuk dua pemetaan
T, S di ruang metrik parsial (X, p).

<¢ max{

Teorema Akibat 3.2.5 (Penelitian) Misalkan (X, p)
adalah suatu ruang metrik parsial lengkap, dan misal
terdapat dua pemetaan T,S:X — X yang memenuhi
syarat berikut:

p(Tx,Sy)

/ p(x, ), p(x, Tx), \
p(y,Sy),

1 p(x' 53’)

2l+p(y, Tx)

Untuk semua x,y € X, dimana ¢:[0, ) —:[0, )

adalah kontinu, fungsi tak menurun sedemikian

sehingga ¢(t) <t untuk setiap t> 0. Maka

pemetaan tersebut mempunyai titik tetap yang sama.

Bukti.

Misalkan x, € X. Didefinisikan barisan {x,,} sehingga
x, = Tx; dan x; = Sx,, secara induksi dibentuk:

Xok+2 = T Xop41s

Xok+1 = szk; k= 0)1;2! (12)

<¢ \max (11)

Jika terdapat suatu bilangan bulat positif N
sedemikian sehingga x,y = x,y,1, Maka x,, adalah
titik tetap dari S dan mengakibatkan titik tetap juga
dari T. Tentu saja, karena x,y = X,y4+1 = Sx,y, Maka

— _ 2
Sxon = SXane1 = S7Xop
= Xon = SXon = SXoni1 = XNt (13)

Juga, dari (11) didapat
P(Xon+2 Xan+1) = P(TXan11, SXon)
( P(Txzn41,X2n41))
/ p(Sx2n, X2n), \
< ¢ | max P(Xon+1, Xon), (14)
1 p(TXzn 41, X2n)
2 +p(Sxan, XN +1)

P(Txzn11, X2n41), P (o, Xon ),
p(Xon+1, Xon)s
1 p(Txzn 41, X2n)
2 l+p(xXon41 X2n41)
= ¢(P(Tx21v+1» x2N+1)) = ¢(P(Tx21v+1'x21v))
= ¢(P(x21v+2'x2N+1)) (15)

< ¢ | max

Sehingga persamaan (15) menjadi:
P(Xon42: Xan+1) = P(TXon 41, SXon)
< ¢(P (X2n+2) x2N+1)) (16)
Sehingga (16) mengakibatkan
(1= Pp(xans2, X2n41) < 0. Karena

p(x2N+2'x2N+1)_> 0, maka p(xzys2,%2n4+1) =0,
yang mengakibatkan = Tx,y41 = Xoni2 = Xon41-

Perhatikan bahwa x,y., = x,y adalah titik tetap dari
S. Sebagai hasilnya, x,y.q = x,y adalah titik tetap
bersama dari S dan T. Kesimpulan yang sama
terjamin jika x,y.1 = X,n42 Untuk beberapa bilangan
bulat positif N. Oleh karena itu, kita dapat
mengasumsikan x;, # x;.,, untuk semua k.

Jika k ganjil, berdasarkan (11) didapat

P (Xt Xicr2) = P(T Xk, SXpey1)
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/ ( P (K1, Xie)s ]\
D (Xk42) Xi41)s
<¢|max{ P Xps1), a7
1 P (Xpes1) Xper1)
2 [+p (2, i)
dari sifat metrik parsial bagian (iv), didapat

P(Xir1s Xkr1) + DXz Xp) < D(Xpeszs Xir1)
+p (Xpt1, Xk) (18)

Sehingga (17) menjadi
P(Xk41, Xpt2)
/ ( P(Xierr, Xp), \\
| P (Xiy2) Xper1), |
o mee] s 1]
\ Il p(xk+2'xk+1)] I
kZ +p (X 41, %) J
— ¢(max{ p(xk+1'xk)' }) (19)

P (Xk42) Xi41)

Jika max{p (Xx+1, %), D Operzs Xp41)} =

P(Xp42, Xk1), Maka  Karena  p(xpqz, Xg41) >0,
ketidaksamaan (17) mengakibatkan kontradiksi. Oleh
karena itu,

max{p (41, X1, D (Xpe12, X 41)} = P(Kky1, %) - dan
oleh (17) kita mempunyai

P(Xp42) Xps1) < ¢(p(xk+2'xk+1)) (20)

Jika k genap, ketidaksamaan (20) dapat diperoleh
secara analog.
Kita mendapat bahwa {p(xy,xr+1)} tak negatif,
barisan  bilangan riil tak menaik. Dengan
memperhatikan (20), dapat diteliti bahwa
P (i Xe1) < 9Fp(xo, x1) (21)
Perhatikan bahwa
P° (a1s Xiea2) = 2P (Xpes1s Xiea2)

=P Okt1s Xpe41) — P (Xiea2 Xier2)
< 2p(Xps1s Xir2) + POy Xiern) + P (Kirzs Xier2)
< 49" 1p(xo, 1) (22)

Sehingga, dengan memperhatikan (23), Kita
mempunyai lim;,_,,, p°(Xk41, Xx4+2) = 0. Lebih jauh,
D° (ka1 Xiers) < P (Kpeggm1) Xiws) + 0
+0° (K41, Xier2)
< 49" p(ag, x1) + -+
+4¢  p(x0, x,) (24)

Dengan perhitungan sederhana, didapat bahwa {x;}
adalah barisan Cauchy di (X, p®), yaitu p°(xy, x,) =
0 pada saat k, m — oo. Karena (X, p) adalah lengkap,
oleh Lemma 3.1.4, (X, d) adalah lengkap dan barisan
{x;.} konvergen di (X, p°®) terhadap, sebut z € X.

Juga, oleh Lemma 3.1.4,
p(z,2) = lim p(x, 2)
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= limk‘m—mo p(xk' xm) (25)

Karena {x,} adalah barisan Cauchy di (X,d), kita
mempunyai  limy, ;. p%(xx, X)) = 0. Kita dapat
menyatakan bahwa limy ;e p(xy, X)) = 0. Tanpa
mengurangi sifat keumuman, asumsikan bahwa
n > m. Sekarang diperhatikan bahwa
p(xn+2'xn) < p(xn+2'xn+1) + p(xn+1'xn)
_p(xn+1' xn+1)
< p(xn+2' xn+1) + p(xn+1'xn) (26)
Secara analog,
p(xn+3: xn) < p(xn+3: xn+2) + p(xn+2:xn)
_p(xn+2! xn+2)
< p(xn+31 xn+2) + p(xn+2: xn) (27)

Dengan mengambil (26), pernyataan (27) menjadi

p(xn+3' xn) < p(xn+3' xn+2) + p(xn+2'xn+1)
+p(xn+1' xn) (28)
Secara induktif, didapat

p(xmx xn) < p(xmx xm—l) +oeet p(xn+2rxn+1)
+0(Xn41, Xn) (29)

Berdasarkan (11), pernyataan (29) menjadi
P, %) < O™ (g, X)) + o+ " p(xy, X0)

e
< (s )G (20)

dengan perhitungan sederhana, dapat diteliti bahwa

1irnk,m—»c:o p(Xk, Xpn) =0 (31)
Oleh karena itu, dari (15), didapat

(2,2) = Jim p(x;,2)

= 1irnk,m—mo p(xk:xm) =0 (32)

Dapat dinyatakan bahwa Tz = z. Secara kontradiksi,
kita asumsikan Tz # z. Maka p(z, Tz) > 0. Misalkan
{x2k@y} adalah sub barisan dari {x,} yang
merupakan sub barisan dari {x;}. Berdasarkan (11),
kita mendapat

p(Ska(i), Tz)

/ (p(xzk(i),xu(i)ﬂ).\\

p(Tz,z),

< q,’)l max p (%2, 2), l (33)
K 1[ (T2 %2 ) ] )
2 +P(Z'x2k(i)+1) )

Misalkan k — oo dan mengambil persamaan (32),
pernyataan (33) mengakibatkan

p(szk(i)’ TZ)
= max {0, p(Tz,2),0, %p(TZ, Z)} (34)
Sehingga,
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p(z,Tz) < p(p(Tz,2)) (35)
Berdasarkan sifat ¢, kita dapat p(Tz z) =0,
sehingga Tz = z. Secara analog, jika kita memilih
barisan {x,.ys1} dari {xy41}, Kita dapat Sz = z.
Sehingga Tz =Sz =2z m

V. KESIMPULAN

Dari pembahasan di atas diketahui bahwa:
Pemetaan kontraktif pada Ruang Metrik Parsial (X, p)
menjamin eksistensi titik tetap. Selain itu, diketahui
juga sifat pemetaan kontraktif lemah yang menjamin
eksistensi titik tetap jika syarat berikut terpenuhi:

a. Untuk suatu pemetaan T:X — X sedemikian
sehingga

p(Tx,Ty) <

( {p(x, ¥),p(x, Tx),p(y, Ty).})
P\ L peeTy) + (o To)]

untuk semua x,y € X, dimana ¢:[0,) =
:[0,0) adalah kontinu, fungsi tak menurun
sedemikian sehingga ¢(t) <t untuk setiap
t>0.

b. Untuk dua pemetaan T,S:X — X sedemikian
sehingga
p(Tx,Sy) <

( {p(x. ¥),p(x, Tx),p(y, Sy).})
P\ Lptx,Sy) + p(. )

Untuk semua x,y € X, dimana ¢:[0, ) —=:[0, )
adalah kontinu, fungsi tak menurun sedemikian
sehingga ¢ (t) < t untuk setiap t > 0
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